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摘 要: 针对处理高维度属性的大数据属性约减方法进行了研究，发现属性选择和子空间学习是属性约简的两

种常见方法，其中属性选择具有很好的解释性，子空间学习的分类效果优于属性选择，而往往这两种方法是各自

独立进行应用的。为此，综合这两种属性约简方法，设计出新的属性选择方法，即利用子空间学习的两种技术

( 即线性判别分析( LDA) 和局部保持投影( LPP) ) ，考虑数据的全局特性和局部特性，同时设置稀疏正则化因子

实现属性选择。基于分类准确率、方差和变异系数等评价指标的实验结果表明，该算法相比其他算法，能更有效

地选取判别属性，并能取得很好的分类效果。
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Abstract: Aimed at dimensionality reduction method for processing high-dimensional features of big data to research，and
found that feature selection and subspace learning are two traditional methods of dimensionality reduction． Where feature selec-
tion contains interpretable characteristics while subspace learning shows better classification performance than the former． And
it often applied these two methods independently． This paper proposed a novel feature selection method by integrating subspace
learning( i． e． ，via using LDA and LPP，respectively，for preserving the global structures and the local structure of data) with
feature selection ( i． e． ，via a sparse regularization term) ． Experimental results based on classification accuracy，variance and
coefficient of variation as comparative evaluations，show that this algorithm compared to other algorithms，is more effectively to
select discriminating property and can achieve good classification results．
Key words: dimensionality reduction; feature selection; subspace learning; LDA; LPP; sparse learning

0 引言

在计算机视觉、模式识别和生物研究等诸多领域中，大数

据特征通常用高维表示。高维数据不仅增大了数据储存空间

和运算时间复杂度，而且在数据处理过程中容易导致维灾难等

问题［1］。因此，在高维数据中进行属性约简是分类、聚类等机

器学习模型的关键步骤［2］。
属性约简的目标是从高维数据集中选择一个更为紧实准

确的子集作为数据的新属性集。这样被选择出的子集维度比

原始集低，使得后继知识发现过程更高效，而且冗余和噪声属

性在属性约简后被去除，从而达到更准确的聚类和分类目的。
总体来说，属性约简技术可以分为两类［3］: a) 属性选择，即从

原始属性集中选择出一个最能表示原始特征的子集，本质是选

择一种信息量大的属性子集，常见的方法有 t 检验法和稀疏正

则化线性回归等; b) 子空间学习，即把原始数据集转换到一个

低维度 的 子 空 间。常 见 的 子 空 间 学 习 方 法 有 主 成 分 分 析

( principal component analysis，PCA) 、邻域保持嵌入( neighbor-
hood preserving embedding，NPE) 、线性判别分析( linear discri-
minant analysis，LDA ) 和 局 部 保 持 投 影 ( locality preserving
projections，LPP) ［3］。其中，LDA 是将高维的模式样本投影到

最佳的判别矢量空间，通过类内方差和类间方差之比，反映观

测结果的固有全局信息［4］; 而 LPP 的主要思想是，样本之间在

高维空间中距离比较近，则它们投影到低维空间距离也应该很

近，由此来保持数据间局部的相似结构信息［5］。属性选择方

法具有很好的解释性，但子空间学习比属性选择更有效，却因

为得到的数据为原始属性的线性组合而不具有解释性［6］。因

此，结合属性选择和子空间学习两种方法的优点进行属性约简

显然是一种理想的方法。
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本文充分考虑了属性选择和子空间学习的优点，提出了一

种新的属性约简方法，即基于子空间的图稀疏属性选择算法

( graph sparse for feature selection algorithm based subspace learn-
ing，SG_FS) 。本文首先利用最小二乘损失函数加上一个能导

致行稀疏的 l2，1 -范数正则化惩罚项进行属性选择; 接着把数据

的全局信息( 即通过 LDA) 和局部信息( 即通过 LPP) 加入到已

设计好的属性选择框架，目的是选取类辨别和抗噪声属性［1］。
由于本文算法同时考虑数据的全局信息和局部信息( 即融入

LDA 和 LPP) ，它具有比单一的子空间学习( 如 LDA 或 LPP) 或

者属性选择方法等更强的分类能力，而且本文方法具有可解释

性。再者，考虑大多数的属性选择方法只专注二分类问题和实

际应用中二类和多类分类问题都十分普遍等情况，本文提出的

属性选择方法可以适应各种分类情形。

1 算法描述

1. 1 稀疏辨别属性选择

本质上，数据的特点是由少量关键特征决定的，稀疏学习

可实现特征的自动选择。在稀疏学习中，l0-范数为最有效的

稀疏正则因子。但因其求解为 NP 难题，故很多资料采用近似

正则项 l1-范数来替代 l0-范数; 而 l2，1-范数等导致行稀疏，已经

被证明比 l1-范数更适合于属性选择［7］。

本文定义属性矩阵 X∈Ｒd × n，其中 d 和 n 分别是特征变量

数和样本数，Y∈Ｒc × n定义类指示矩阵或类标签矩阵，其中 c 是

类数。对任意矩阵根据多任务学习最小二乘回归模型，结合对

重构系数作 l2，1-范数的正则化约束，首先定义多类属性选择问

题公式:

min
W

1
2 ‖Y －WTX‖2

F + λ‖W‖2，1 ( 1)

其中: W∈Ｒd × c是回归系数矩阵，用来对 X 进行属性选择; λ 是

正参数用来调节对损失项的惩罚; ‖W‖2，1 为 l2，1-范数。式

( 1) 能赋值大权重给重要的属性，赋值小权重给不重要的属

性，这种方法已经成功应用于二分类［8］。对于多任务学习，式

( 1) 把各个类作为一个任务，并用此方法来定义不同类之间的

联系［9］。然而，在式( 1) 的现有形式中，不能保证被选择属性

的类辨别能力，即不具备子空间学习的特性。
为此，本文提出一种全新的区别于式( 1 ) 的属性选择方

法，即在式( 1) 的基础上，同时考虑数据的全局分布和数据间

的局部拓扑关系。a) 使用线性判别分析( LDA) 考虑基于类内

方差和类间方差来寻找类的鉴别属性; b) 使用保局投影( LPP)

的概念来保留数据间的拓扑关系。
关于鉴别属性选择的 LDA 准则，可以使用一种直接的方

法作为目标函数的惩罚项，其中正则项被定义为

ＲG =
WTΣwW
WTΣbW

( 2)

其中: Σw和 Σb分别表示类内方差和类间方差。由于式( 2 ) 是非

凸的，难以找到目标函数的最优解。幸运的是多类 LDA［10］的

提出，即可通过最大化式( 2) 来寻找最优子空间。式( 2 ) 能被

线性回归模型等效推导，即通过在式( 1 ) 中定义类指示矩阵

Y =［yi，k］，如下所示:

yi，k =

n
n槡k

－
nk槡n 如果 l( xi ) = k

－
nk槡n











 否则

( 3)

其中: l( xi ) 表示属于 xi 的类标签，nk 是类 k 的样本大小。也就

是说，利用式( 3) 定义的类指示矩阵 Y，能有效地保持数据的

全局信息，即在原始空间里的数据分布。
对于保持数据之间的拓扑关系，即局部信息，本文使用

LPP，即通过定义如下目标函数:

min
W
∑
i，j

( W Txi －W Txj ) 2 sij ( 4)

S =［si，j］∈Ｒn × n 是相似度矩阵，通过热核( heat kernel )

( H( xi，xj ) = exp［－
‖xi － xj‖

2

σ
］，其中参数 σ∈Ｒ+ ) 来定义每对数

据 xi 和 xj 之间的相似性 si，j。为使式( 4) 融入式( 1) 可推导:

1
2 ∑i，j ( W

Txi －WTxj ) 2 sij =∑i ( WTxidij xTi W) －∑
ij

( WTxi sij xTi W) =

tr( WTXDXTW) － tr( WTXSXTW) = tr( WTXLXTW) ( 5)

其中: L = D － S，D =［di，i =∑ j si，j］∈Ｒn × n是对角矩阵。
最后，本文将式( 3) 与( 5) 融入式( 1) ，得到 SG_FS 算法的

目标函数为

min
W

1
2 ‖Y －WTX‖2

F + λ1 tr( WTXLXTW) + λ2‖W‖2，1 ( 6)

其中，Y 在式( 3) 中被定义，λ1 和 λ2 是调和参数。λ1 被设计

为平衡 tr( WTXLXTW) 和‖Y －WTX‖2
F 之间数量级的参数，

λ1 值越大则对于目标函数式( 6 ) 来说，LPP 的贡献就越大，反

之 LPP 的贡献就越小。显然，式( 6 ) 在属性约简的框架下融

合了属性选择和子空间学习的理念，而且同时考虑了两种不同

且互补的子空间学习方法，即 LDA 保持数据的全局信息，LPP
保持数据的局部信息。算法的伪代码如算法 1。

SG_FS 区别于式( 1) 的方法在于: a) 不像先前的基于稀疏

线性回 归 的 属 性 选 择 方 法，本 文 方 法 使 用 线 性 判 别 分 析

( LDA) 和拉普拉斯算子找到了类区分和抗噪声回归矩阵; b)

相对于子空间学习方法，如 PCA、LDA 和 LPP 等都具有解释的

局限性，而 SG_FS 方法是直接选择原始空间的特征，因此它具

有对结果的直观考察; c) 不同于传统的基于式( 2 ) ，即标准的

LDA，本文方法使用 Fisher 准则但仍然在原始属性空间内操

作，因此还具有对所选属性的直观解释。此外，传统的 LDA 只

能从 c 类分类任务中找到最多( c － 1) 维属性，如从 3 类分类中

最多能找到 2 维属性，而式( 6) 可从 c 类分类中选择最多的 d
( 通常 d ＞＞ c) 维属性。

算法 1 本文算法伪代码

输入: 训练样本，正则化参数 λ1、λ2。
输出: 分类准确率。
1 通过式( 3) 得出类指示矩阵 Y =［yi，k］;
2 依据所选择的模型:

min
W

1
2 ‖Y －WTX‖2

F + λ1 tr( WTXLXTW) + λ2‖W‖2，1 调用算法

2 求解优化问题得到回归系数矩阵 W∈Ｒd × c ;
3 利用 W 对原始属性集 X 进行属性选择后得到的属性集作为新

的属性集;
4 对新的属性集采用 SVM 分类。

1. 2 优化分析求解

式( 6) 是一个凸且非光滑的函数，为此，在本文中提出一

种新的加速邻近梯度法来求解式( 6) 。首先，将式( 6 ) 按引导

邻近梯度方法拆分成:

f( W) = 1
2 ‖Y －WTX‖2

F + λ1 tr( WTXLXTW) ( 7)

L( W) = f( W) + λ2‖W‖2，1 ( 8)

注意到 f( W) 是凸且可微的，然而‖W‖2，1 是凸的但非光
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滑。为了使用邻近梯度方法来优化求解，本文使用以下优化准

则迭代更新 W:

W( t + 1) = arg min
W

Gη( t) ( W，W( t) ) ( 9)

其中: Gη( t) ( W，W ( t ) ) = f ( W ( t ) ) +〈 f ( W ( t ) ) ，W －

W( t) 〉+ η( t)
2 ‖W － W ( t) ‖2

F + λ2‖W‖2，1， f ( W ( t) ) =

( XXT + λ1XLX
T ) W( t) － XYT，η( t) 和 W( t) 分别是调节参数

和从 t 迭代获得的 W 的值。
在式( 9) 中忽略不依赖 W 的项，可以重写式( 9) 为

W( t + 1) = πη( t) ( W( t) ) =

arg min
W

1
2 ‖W － U( t) ‖2

2 +
λ2

η( t) ‖W‖2，1 ( 10)

其中: U( t) =W( t) － 1
η( t) f( W( t) ) 和 πη( t) ( W( t) ) 是W( t)

在凸集 η( t) 的欧几里德映射。由于 W ( t + 1 ) 在每行的可分

性，故能寻找各行封闭形式的解来得到最佳的 W( t + 1) ［11］。
同时，为了加速式( 9) 中的邻近梯度方法，进一步引入一

个辅助变量 V( t + 1) :

V( t + 1) =W( t) + α( t) － 1
α( t + 1)

( W( t + 1) －W( t) ) ( 11)

其中，系数 α( t + 1) 通常设为 α( t + 1) = 1 + 1 + 4α( t)槡 2

2 。伪

代码如下所示，其中算法 2 中的优化方法在定理 1 下收敛。
算法 2 优化求解式( 6) 的伪代码

输入: η( 0) = 0． 01，α( 1) = 1，γ = 0． 002，ρ1，ρ2。
输出: W。
1 初始化 t = 1;

2 初始化 W( 1) 作为随机对角矩阵;

3 重复:

4 while L( W( t) ) ＞ Gη( t － 1) ( πη( t － 1) ( W( t) ) ，W( t) )

5 do 设 η( t － 1) = γη( t － 1) ;

6 end
7 设 η( t) = η( t － 1) ;

8 计算 W( t + 1) = arg min
W

Gη( t) ( W，V( t) ) ;

9 计算 α( t + 1) = 1 + 1 + 4α( t)槡 2

2 ;

10 计算式( 11) ;

11 until 式( 6) 收敛;

定理 1［12］ 假设{ W( t) } 为算法 1 所得序列，则对于t≥
1 得:

( W( t) ) － ( W* ) ≤
2γL‖W( 1) －W* ‖2

F

( t + 1) 2 ( 12)

其中: γ ＞ 0 是预先定义的常数; L 是式( 7) 中 f( W) 的梯度的李

普希茨常数( Lipschitz constant) ，此外 W* = arg min
W

( W) 。定

理 1 表明算法 1 中的近端加速梯度法( accelerated proximal gra-

dient method) 的收敛率为 O( 1
t2

) ，其中 t 定义迭代次数。

2 实验与结果分析

2. 1 实验数据集和评价指标

本文采 用 六 个 数 据 集 来 测 试 算 法 性 能，其 中 数 据 集

arcene、madelon 来源于 UCI［13］; breast cancer 来源于文献［14］;

GDS1027、GDS1454 来源于 NCBI［15］，数据集详情如表 1 所示。
为了评价算法的效果，本文采用分类准确率对实验结果进

行衡量，分类准确率越大表明分类效果越好。

表 1 数据集信息统计

数据集 样本数 属性数 类数
arcene 100 9 920 2

breast cancer 286 22 283 2
madelon 2000 500 2
GDS1027 154 26 923 4
GDS1454 180 54 613 4
train 168 147 9

实验在 Windows 7 系统下运行，使用 MATLAB 2014a 软件

进行编程、实验。实验选择六种对比算法与本文所提出的方法

进行比较: NFS 方法( non feature selection) ，对原始数据不进行

属性约简，直接使用 LIBSVM 工具箱［16］ 进行 SVM 分类; PCA
主成分 分 析 方 法、LDA 方 法、LPP 方 法、LE 方 法 ( Laplacian
eigenmaps) 使用拉普拉斯特征映射对原始数据进行属性约简

处理; L21 方法( l2，1 -sparse) ，使用式( 1 ) 方法对原始数据通过

稀疏处理选取新的属性子集。
分析以上算法，NFS 方法直接对原始数据集进行 SVM 分

类，未对原始数据进行任何处理，相比 SG_FS 等属性约简算法，

不仅数据处理量大，而且容易受到冗余数据和噪声数据的影响;

PCA 考虑数据的主成分把数据从高维空间投影到低维空间;

LDA 和 LPP 分别考虑了数据的全局信息和局部信息; LE 通过

构建相似关系图来重构数据流形的局部结构特征［17］; L21 方法

产生稀疏矩阵，由此赋值大权重给重要的属性，赋值小权重给不

重要的属性。而且比较的算法中，PCA、LDA、LPP 和 LE 等算法

属于子空间学习方法，L21 和本文算法属于属性选择方法。
算法复杂度方面: 本文 SG_FS 算法是稀疏学习、LDA 和

LPP 有效地组合，其时间复杂度与 LPP、LDA、LE、L21 算法一

样，即 O( n3 ) ( 其中 n 是样本量) ; 本文算法及本文的比较算法

均需存储矩阵乘法的中间结果，空间复杂度为线性。

2. 2 实验结果和分析

实验采用十折交叉验证法将数据分成训练集和测试集。所

有算法都在同一实验环境下进行实验，每个数据集重复运行 10
次以避免实验可能产生的误差，即增加实验的稳定性。为了更

好地展示各算法的性能和稳定性，本文取各算法运行 10 次的结

果的平均值加或减方差来报告实验结果，统计结果如表 2 所示。
另外，为了比较不同数据量纲的各算法的稳定性，本文采用变异

系数( coefficient of variation) ( 变异系数 = ( 标准差 /平均值) ×
100% ) 作为评价指标，统计结果如表 3 所示。为更直观地比较

各算法性能，各算法每次的实验结果对比图显示在图 1 ～6。
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如表 2 所示，在各个数据集上 SG_FS 算法取得的准确率

均为最高，且与 NFS 算法比较平均提高了 12． 93% ，效果最为

明显，与 L21 算法比较平均提高了 5． 84%。其中，在 arcene 数

据集上效果最为显著，SG_FS 与其他对比算法相比，均超过

10% 左右，且与 NFS 相比提高了 21． 83%。这是因为 SG_FS 算

法综合了对比算法的优点，并弥补了单一方法的不足，充分

考虑了数据的整体和局部信息，能有效地选择主要的类判别属

性和去除噪声属性，因此能显著提高分类性能。同时，根据图

1 ～ 6 可以直观地看出，SG_FS 算法在各数据集上 10 次运行的

结果的折线大部分能在其他算法的上方，表明 SG_FS 算法具

有很好的分类效果。
分析表 2 的方差统计结果可看出，SG_FS 算法在各个数据

集的 10 次运行结果取得的方差与各对比算法相比，均能取得

最小的方差。因此，本文 SG_FS 算法比对比算法有更好的稳

定性。分析表 3 的变异系数统计结果可以得出，本文 SG_FS
算法在各数据集上得到的变异系数均为最小，特别在 madelon
数据上仅为 0． 1%。因此，通过分析各算法 10 次运行结果得

到的方差( 表 2) 和变异系数( 表 3) 比较可知，本文 SG_FS 算法

比对比算法稳定。

表 2 准确率( 均值( 方差) 统计结果

数据集 NFS PCA LDA LPP LE L21 SG_FS
arcene 75． 33 ± 4． 47 83． 30 ± 9． 20 83． 75 ± 8． 86 84． 16 ± 6． 21 79． 28 ± 15． 7 87． 21 ± 7． 94 97． 16 ± 3． 52

breast cancer 73． 48 ± 1． 27 77． 17 ± 5． 06 83． 64 ± 11． 3 86． 57 ± 3． 92 81． 55 ± 11． 69 87． 02 ± 3． 03 96． 68 ± 1． 08
madelon 61． 77 ± 2． 15 62． 25 ± 5． 68 63． 06 ± 0． 50 62． 25 ± 1． 28 63． 24 ± 2． 64 65． 31 ± 0． 98 66． 21 ± 0． 42
GDS1027 82． 33 ± 2． 19 85． 51 ± 7． 16 86． 76 ± 2． 86 86． 35 ± 4． 98 84． 84 ± 10． 3 88． 82 ± 2． 85 93． 47 ± 1． 07
GDS1454 81． 89 ± 1． 93 83． 91 ± 6． 33 84． 56 ± 3． 19 85． 96 ± 4． 25 85． 90 ± 6． 90 87． 08 ± 2． 90 92． 46 ± 0． 89
train 83． 14 ± 3． 59 84． 15 ± 4． 37 83． 47 ± 2． 63 84． 02 ± 1． 65 84． 16 ± 4． 40 85． 01 ± 3． 77 89． 54 ± 2． 38
平均 76． 32 79． 38 80． 87 81． 55 79． 83 83． 41 89． 25

表 3 各数据集十次结果的变异系数统计结果

数据集 NFS /% PCA /% LDA /% LPP /% LE /% L21 /% SG_FS /%
arcene 2． 8 3． 6 3． 6 3． 0 5． 0 3． 2 1． 9

breast cancer 1． 5 2． 9 4． 0 1． 8 4． 2 2． 0 1． 1
madelon 2． 4 3． 8 1． 1 1． 8 2． 6 1． 5 0． 1
GDS1027 1． 8 3． 1 2． 0 2． 6 3． 8 1． 9 1． 1
GDS1454 1． 7 3． 0 2． 1 2． 4 3． 1 2． 0 1． 0
train 2． 3 2． 5 1． 9 1． 7 2． 5 2． 3 1． 7

3 结束语

本文提出的属性选择算法 SG_FS 整合了线性判别分析

( LDA) 和局部保持投影( LPP) 的思想，即考虑了数据整体和局

部的信息，并有效地将子空间学习融入了现有的稀疏属性选择

框架。该算法综合了稀疏学习和子空间学习的优点，并弥补基

于稀疏学习的属性选择算法的不足。经实验验证，本文算法能

够在分类准确率和稳定性上取得显著提高。
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