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属性自表达的低秩无监督属性选择算法
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摘　要：针对现有无监督属性约简方法只单一使用子空间学习或属性选择的方法，并且忽略数据之间的内在相关性，本文

提出一种新的属性选择方法。首先提出一个属性自表达损失函数加上一个稀疏正则化（ｌ２，１－范数）实现无监督学习与属性

选择。然后嵌入子空间学习方法，并使用低秩约束和图正则化项考虑数据的全局结构和局部结构。经聚类实验验证，该算

法较对比算法能取得更好的效果。
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大数据的实际应用，例如文本分类和图像检索等，经常遇到高维数据［１－２］。高维度的属性增加数据计
算难度和储存成本。此外，高维数据中往往存在噪声或冗余属性，会干扰学习模型的建立。因此，属性约
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简在高维大数据处理中受到广泛关注［３］。
属性约简能降低数据处理时间，获得有泛化能力并且紧实的学习模型［４－５］。当前属性约简技术可分为

子空间学习和属性选择两类［６－７］。子空间学习是通过转换矩阵将原始数据集投影到低维子空间，以去除冗
余和噪声。常见的子空间学习方法包括主成分分析（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）［８］、线性判别分
析（ｌｉｎｅａｒ　ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ，ＬＤＡ）［９］和局部保持投影（ｌｏｃａｌｉｔｙ　ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，ＬＰＰ）［１０］等。属
性选择方法在原始数据集中选择一个最能表达原始特征的子集，同时消除不相关或不重要的属性。常见
的属性选择方法包括ｔ检验［１１］和稀疏回归［１２］等。在实际应用中，属性选择具有解释性，而子空间学习比
属性选择效果好。然而，通过子空间学习方法得到的属性空间不是原始的，这导致了子空间学习的结果难
以解释［１３］。为此，本文结合属性选择和子空间学习来提升属性约简的效果和可解释性。
现实应用中常因为某些原因导致标签缺失或者获取样本标签需要较高的代价，这使无监督属性选择

受到很多关注。属性自表达通过属性间的近似表达，使用数据矩阵代替数据标签作为响应矩阵，从而解决
无标签的机器学习问题［１４］。现实数据中噪声和冗余属性的存在通常增加矩阵的秩，常用的解决方法是对
数据进行低秩约束以去除噪声与冗余，即只保留数据的内在重要属性，从而增强回归和聚类的效果。
本文提出一种基于属性自表达的低秩无监督属性选择算法（ｌｏｗ－ｒａｎｋ　ｕｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ　ｆｅａｔｕｒｅ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｓｅｌｆ－ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ＬＦＳＲ），同时考虑数据的两个方面：低秩约束和ｌ２，１－范数稀疏正则化。与之
前的属性选择和子空间学习方法不同，本文将子空间学习嵌入到属性选择的框架中，实现可解释的结果和
稳定的模型。另外，通过低秩结构［１５］和图拉普拉斯［１６］（ｇｒａｐｈ　Ｌａｐｌａｃｉａｎ）正则化使子空间学习同时考虑数
据的全局结构和局部结构。最后通过属性自表达实现无监督学习。

１　相关理论

１．１　拉普拉斯矩阵
假设数据集形成一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ为顶点的集合，我们定义Ｓ为顶点之间的权重矩阵。

拉普拉斯矩阵被定义为：

Ｌ＝ＤＳ －Ｓ。 （１）
矩阵ＤＳ 是一个对角矩阵，其元素定义为：

ｄｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｓｉｊ，ｉ∈ （１，２，…，ｎ）。 （２）

图拉普拉斯是以样本为顶点，样本间相似度作为边权重描述数据点之间相似关系，能够在低维空间中保持
每个样本的最近邻域，从而保持数据的局部拓扑结构。

１．２　 低秩约束
假定有样本集Ｘ ∈Ｒｎ×ｄ，响应矩阵Ｙ∈Ｒｎ×ｃ，回归系数矩阵Ｗ ∈Ｒｄ×ｃ。为考虑不同响应之间的相关

性，对矩阵Ｗ 进行低秩约束：

ｍｉｎ
Ｗ
‖Ｙ－ＸＷ‖２Ｆ，ｓ．ｔ．，ｓ＝ｒａｎｋ（Ｗ）≤ｍｉｎ（ｄ，ｃ）。 （３）

加入低秩结构的回归模型变为：

ｍｉｎ
Ａ，Ｂ
‖Ｙ－ＸＡＢ‖２Ｆ， （４）

其中Ｗ＝Ａ×Ｂ，（Ａ ∈Ｒｄ×ｓ，Ｂ∈Ｒｓ×ｃ）。
使用低秩约束本质上是使用ＬＤＡ进行子空间学习，而ＬＤＡ是一种全局结构学习方法，可以在降低数

据维度的情况下尽量保持全局结构信息。

１．３　 属性自表达
假定样本集Ｘ∈Ｒｎ×ｄ，列向量ｆｉ∈Ｒ１×ｎ 表示样本集Ｘ中第ｉ列属性，属性自表达就是对Ｘ中的每一

个属性ｆｉ 都可以使用所有属性的线性组合表示：ｆｉ＝∑
ｄ

ｊ＝１
ｆｊｗｊｉ＋ｅｉ。对全部属性可写为矩阵形式：

Ｘ＝ＸＷ＋Ｅ， （５）

２６
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其中Ｗ＝［ｗｊｉ］∈Ｒｄ×ｄ 表示系数矩阵，Ｅ＝［ｅｉ］∈Ｒｎ×ｄ 表示残差项。
无监督学习因没有类标签导致难以确认响应矩阵Ｙ。而属性自表达通过属性间的自表达特性，使用

数据矩阵Ｘ 作为响应矩阵，建立新的自表达损失函数：

ｍｉｎ
Ｗ
ｌ（Ｘ－ＸＷ）。 （６）

２　 算法描述与优化

２．１　 算法描述
通常使用经典的最小二乘损失函数来描述标签与属性之间的线性关系：

ｍｉｎ
Ｗ
ｌ（Ｙ－ＸＷ－ｅｂ）， （７）

其中：Ｗ ∈Ｒｄ×ｃ是属性权重矩阵，用来对Ｘ进行属性筛选，ｅ∈Ｒｎ×１为元素全是１的列向量，ｂ∈Ｒ１×ｃ为偏
差项。
为提升学习模型的效果，引入ｌ２，１ －范数正则化项。ｌ２，１ －范数可以导致行稀疏，能够有效地去除冗余

和离群数据并避免在属性选择过程中发生维度灾难问题［１７］。Ｗ 的ｌ２，１ －范数被定义为 ‖Ｗ‖２，１＝∑
ｉ

∑
ｊ
ｗ２
ｉ槡 ｊ。使用ｌ２，１ －范数作为正则化项惩罚系数矩阵Ｗ，可以得到：

ｍｉｎ
Ｗ，ｂ
‖Ｙ－ＸＷ－ｅｂ‖２Ｆ ＋β‖Ｗ‖２，１， （８）

其中β为调节行稀疏正则化控制参数。
本文使用图拉普拉斯正则化和低秩约束保持数据的局部和全局的拓扑结构来提高属性选择的性

能［１８］。对于给定的两个样本ｘｉ 和ｘｊ，它们投影到子空间后的距离被它们在原始空间的距离所约束：

ｍｉｎ
Ｗ ∑ｉ，ｊ

（ｘｉＷ－ｘｊＷ）２ｓｉ，ｊ。 （９）

式（９）通过热核函数Ｈ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅｘｐ －
‖ｘｉ－ｘｊ‖２

σ［ ］（σ∈Ｒ＋）来定义样本之间的相似性ｓｉ，ｊ∈Ｒｎ×ｎ。
由式（１）和式（２）经过数学变换得到：

∑
ｉ，ｊ

（ｘｉＷ－ｘｊＷ）２ｓｉ，ｊ＝

∑
ｉ

（ＷＴｘＴ
ｉｄｉ，ｉｘｉＷ）－∑

ｉ，ｊ

（ＷＴｘＴ
ｉｓｉ，ｊｘｉＷ）＝

ｔｒ（ＷＴＸＴＤＸＷ）－ｔｒ（ＷＴＸＴＳＸＷ）＝
ｔｒ（ＷＴＸＴＬＸＷ）。

（１０）

式（１０）通过嵌入图拉普拉斯正则化来保持数据样本映射到低维空间后的近邻关系结构：

ｍｉｎ
Ｗ，ｂ
‖Ｙ－ＸＷ－ｅｂ‖２Ｆ ＋αｔｒ（ＷＴＸＴＬＸＷ）＋β‖Ｗ‖２，１。 （１１）

噪声和冗余的存在会增加数据矩阵的秩，影响数据处理的效果，引入低秩约束方法可以有效避免这类问
题，由式（４）得到：

ｍｉｎ
Ａ，Ｂ，ｂ
‖Ｙ－ＸＡＢ－ｅｂ‖２Ｆ ＋αｔｒ（ＢＴＡＴＸＴＬＸＡＢ）＋β‖ＡＢ‖２，１，ｓ．ｔ．，ｒａｎｋ（ＡＢ）≤ｍｉｎ（ｄ，ｃ）。 （１２）

针对无监督学习响应矩阵难以确认的特点，本文使用属性自表达方法，通过式（６）得到最终的目标函数：

ｍｉｎ
Ａ，Ｂ，ｂ
‖Ｘ－ＸＡＢ－ｅｂ‖２Ｆ ＋αｔｒ（ＢＴＡＴＸＴＬＸＡＢ）＋β‖ＡＢ‖２，１，ｓ．ｔ．，ｒａｎｋ（ＡＢ）≤ｍｉｎ（ｄ，ｃ）。 （１３）

本文提出的ＬＦＳＲ算法采用属性自表达方法并且在考虑数据的全局结构和局部结构的情况下进行无
监督属性选择。本算法的优点有：

１）不同于以往无监督学习中通过计算样本间相似性或者流形结构来建立响应矩阵，属性自表达方法
使用数据矩阵代替响应矩阵。使用ｌ２，１ －范数惩罚属性权重矩阵Ｗ 可以去除冗余和无关属性，使目标函数
能够自主选择重要属性。

２）图拉普拉斯正则化建立包含数据邻近信息的图来保持数据的局部结构。低秩约束是建立在子空
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间学习方法线性判别分析（ＬＤＡ）上的，这不仅有效地移除噪声与冗余，而且考虑了所有样本间的关系（全
局结构）。本算法结合了数据的全局结构与局部结构，比以往的子空间学习有更好的结果。

３）属性选择具有可解释性和子空间学习具有稳定性已经被证明［１９］，所以融入属性选择和子空间学习
的框架可以得到最佳的属性约简效果。
本文的算法伪代码见算法１。
算法１：ＬＦＳＲ算法。
输入：训练样本Ｘ ∈Ｒｎ×ｄ，控制参数α、β。
输出：聚类分析结果。

１．初始化关系矩阵Ｓ，通过式（１）计算拉普拉斯矩阵Ｌ；

２．根据所选择的模型（１３），调用算法２求解全局最优解，得到系数矩阵Ｗ＊ ＝Ａ＊Ｂ＊；

３．利用最优解Ｗ 对原始数据集Ｘ 进行属性选择，得到的属性集作为新的属性集；

４．对新的属性集构成的样本采用Ｋ－ｍｅａｎｓ聚类，求出预测结果；

５．对预测结果进行评价。

２．２　 算法优化
本文算法目标函数包含３个变量，优化的时候采用固定２个变量优化另一个变量的方法。

１）固定Ｂ和Ａ，更新ｂ。
因为固定Ｂ和Ａ，所以式（１３）中不含变量ｂ的项可以看作常量，可以重写式（１３）为：

ｍｉｎ
ｂ
‖Ｘ－ＸＡＢ－ｅｂ‖２Ｆ。 （１４）

对式（１４）求ｂ的导数，并使结果为０，可得：

ｅＴｅｂ＝ｅＴＸ－ｅＴＸＡＢ。 （１５）
经过简单的变换得到：

ｂ＝
１
ｎ
（ｅＴＸ－ｅＴＸＡＢ）。 （１６）

２）固定ｂ和Ａ，更新Ｂ。

设Ｈ＝Ｉｎ －
１
ｎｅｅ

Ｔ，其中Ｉｎ ∈Ｒｎ×ｎ 是单位矩阵，而且有Ｈ＝ＨＨ，Ｈ＝ＨＴ。将式（１６）代入式（１３）：

ｍｉｎ
Ｂ
ｔｒ（ＸＴＨ－ＢＴＡＴＸＴＨ）（ＨＸ－ＨＸＡＢ）＋αｔｒ（ＢＴＡＴＸＴＨＬＨＸＡＢ）＋βｔｒ（Ｂ

ＴＡＴＤＡＢ）。 （１７）

对式（１７）求Ｂ的导数，并使结果为０，可得：

Ｂ＝（ＡＴ（ＸＴＨＸ＋αＸＴＨＬＨＸ＋βＤ）Ａ）－
１　ＡＴＸＴＨＸ， （１８）

其中Ｄ ∈Ｒｄ×ｄ 是对角矩阵，Ｄ 中的每一个元素：

ｄｉ，ｉ＝
１

２‖ｗｉ‖２
，ｉ＝１，２，…，ｄ， （１９）

其中ｗｉ表示矩阵Ｗ＊＝Ａ＊Ｂ＊ 的第ｉ行，Ａ＊ 和Ｂ＊ 各自代表Ａ和Ｂ的最优解，而Ｗ＊ 是矩阵Ｗ的最优解。

３）固定Ｂ和ｂ，更新Ａ。
将式（１９）代入式（１３），可以得到：

ｍａｘ
Ａ
ｔｒ（（ＡＴ（ＸＴＨＨＸ＋αＸＴＨＬＨＸ＋βＤ）Ａ）－

１　ＡＴＸＴＨＨＸＸＴＨＨＸＡ）。 （２０）

令Ｓｔ＝ＸＴＨＸ＋αＸＴＨＬＨＸ＋βＤ，Ｓｂ＝Ｘ
ＴＨＨＸＸＴＨＨＸ。式（２０）实际上是ＬＤＡ的求解问题，所以

可通过特征根分解选择ｒ个最大特征值和与其对应的ｒ个最大特征向量来解决这个问题。算法２列出了
式（１３）的优化过程。
算法２：优化求解式（１３）。
输入：Ｘ ∈Ｒｎ×ｄ 和参数α、β，低秩参数ｒ。
输出：Ａ ∈Ｒｄ×ｒ 和Ｂ∈Ｒｒ×ｃ。

１．初始化ｔ＝１；

２．通过随机初始化矩阵Ａ（ｔ）和Ｂ（ｔ），得到初始化矩阵Ｗ（ｔ）＝Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ）；
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３．初始化Ｄ（ｔ）＝Ｉ∈Ｒｄ×ｄ；
重复

４．根据式（１６）更新ｂ（ｔ＋１）；

５．根据式（１８）更新Ｂ（ｔ＋１）；

６．根据式（２０）通过特征分解（ＳＶＤ）计算Ａ（ｔ＋１）；

７．更新对角矩阵Ｄ（ｔ＋１）∈Ｒｄ×ｄ，第ｉ个对角元素由式（１９）计算得出，其中：ｗｉ＝［Ａ（ｔ＋１）Ｂ（ｔ＋１）］ｉ；

８．更新ｔ＝ｔ＋１；

９．直到公式（１３）收敛；

１０．输出最优解。

２．３　 优化算法收敛性证明
式（１３）的正则化项是凸且非平滑的，需要优化Ａ 和Ｂ 两个变量，本文采用一种简单有效的算法来优

化该问题，下面给出算法１收敛性证明的步骤。
从算法２的第４步到第７步，能够得到第ｔ次迭代对应的结果：
〈Ａ（ｔ＋１），Ｂ（ｔ＋１）〉＝ａｒｇ　ｍｉｎ

Ａ，Ｂ
‖ＨＸ－ＨＸＡＢ‖２Ｆ ＋βｔｒ（Ｂ

ＴＡＴＤ（ｔ）ＡＢ）＋αｔｒ（ＢＴＡＴＸＴＬＸＡＢ）。 （２１）

由式（２１）可得：

‖ＨＸ－ＨＸＡ（ｔ＋１）Ｂ（ｔ＋１）‖２Ｆ ＋βｔｒ（Ｂ
（ｔ＋１）Ｔ　Ａ（ｔ＋１）Ｔ　Ｄ（ｔ）Ａ（ｔ＋１）Ｂ（ｔ＋１））＋αｔｒ（Ｂ（ｔ＋１）Ｔ　Ａ（ｔ＋１）Ｔ　ＸＴＬＸＡ（ｔ＋１）Ｂ（ｔ＋１））≤

‖ＨＸ－ＨＸＡ（ｔ）Ｂ（ｔ）‖２Ｆ ＋βｔｒ（Ｂ
（ｔ）Ｔ　Ａ（ｔ）Ｔ　Ｄ（ｔ）Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ））＋αｔｒ（Ｂ（ｔ）Ｔ　Ａ（ｔ）Ｔ　ＸＴＬＸＡ（ｔ）Ｂ（ｔ））。 （２２）

其中，要注意Ｗ（ｔ）＝Ａ（ｔ）Ｂ（ｔ），Ｗ（ｔ＋１）＝Ａ（ｔ＋１）Ｂ（ｔ＋１）。将式（１９）得到的对角矩阵Ｄ 代入不等式（２２）可以得
到：

‖ＨＸ－ＨＸＷ（ｔ＋１）‖２Ｆ ＋β∑
ｍ

ｉ＝１

‖ｗｉ（ｔ＋１）‖２２
２‖ｗｉ（ｔ）‖２

＋αｔｒ（Ｗ（ｔ＋１）Ｔ　ＸＴＬＸＷ（ｔ＋１））≤

‖ＨＸ－ＨＸＷ（ｔ）‖２Ｆ ＋β∑
ｍ

ｉ＝１

‖ｗｉ（ｔ）‖２２
２‖ｗｉ（ｔ）‖２

＋αｔｒ（Ｗ（ｔ）Ｔ　ＸＴＬＸＷ（ｔ））， （２３）

其中ｗｉ（ｔ）和ｗｉ（ｔ＋１）分别是Ｗ（ｔ）和Ｗ（ｔ＋１）的第ｉ行，对于每个ｉ，可以得到不等式：

‖ｗｉ（ｔ＋１）‖２－
‖ｗｉ（ｔ＋１）‖２２
２‖ｗｉ（ｔ）‖２ ≤

‖ｗｉ（ｔ）‖２－
‖ｗｉ（ｔ）‖２２
２‖ｗｉ（ｔ）‖２

。 （２４）

对不等式（２４）乘上控制参数β并且累加后可以得到：

β∑
ｍ

ｉ＝１
‖ｗｉ（ｔ＋１）‖２－

‖ｗｉ（ｔ＋１）‖２２
２‖ｗｉ（ｔ）‖２ ≤β∑

ｍ

ｉ＝１
‖ｗｉ（ｔ）‖２－

‖ｗｉ（ｔ）‖２２
２‖ｗｉ（ｔ）‖２

。 （２５）

最后，结合不等式（２３）和（２５）便可以得到：

‖ＨＸ－ＨＸＷ（ｔ＋１）‖２Ｆ ＋β∑
ｍ

ｉ＝１
‖ｗｉ（ｔ＋１）‖２２＋αｔｒ（Ｗ（ｔ＋１）Ｔ　ＸＴＬＸＷ（ｔ＋１））≤

‖ＨＸ－ＨＸＷ（ｔ）‖２Ｆ ＋β∑
ｍ

ｉ＝１
‖ｗｉ（ｔ）‖２２＋αｔｒ（Ｗ（ｔ）Ｔ　ＸＴＬＸＷ（ｔ））。 （２６）

综上所述，再结合式（１６）和Ｈ＝Ｉｎ －
１
ｎｅｅ

Ｔ 可知：

‖Ｘ－ＸＷ（ｔ＋１）－ｅｂ‖２Ｆ ＋β‖Ｗ
（ｔ＋１）‖２，１＋αｔｒ（Ｗ（ｔ＋１）Ｔ　ＸＴＬＸＷ（ｔ＋１））≤

‖Ｘ－ＸＷ（ｔ）－ｅｂ‖２Ｆ ＋β‖Ｗ
（ｔ）‖２，１＋αｔｒ（Ｗ（ｔ）Ｔ　ＸＴＬＸＷ（ｔ））。 （２７）

不等式（２７）表明算法２在每次的迭代中，目标函数都是单调递减的，所以本文提出的算法能够最终达到全
局收敛的结果。

３　 实验分析

为了验证本文提出属性选择方法ＬＦＳＲ在聚类应用的效率，将属性约简后的数据使用Ｋ－ｍｅａｎｓ方法
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进行聚类分析。

３．１　 实验设置与评价标准
本文使用６个数据集对提出的属性选择算法进行性能测试，其中数据集Ｃ　ＯＩＬ２０来源于哥伦比亚大

学图像库（ｈｔｔｐ：／／ｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ．ａｓｕ．ｅｄｕ／ｄａｔａｓｅｔｓ．ｐｈｐ），ＵＭＩＳＴ来自谢尔菲德大学面部数据集［２０］。

ＵＳＰＳ来自美国邮政数据（ｈｔｔｐ：／／ｓｔａｔｗｅｂ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／～ｔｉｂｓ／ＥｌｅｍＳｔａｔＬｅａｒｎ／ｄａｔａ．ｈｔｍｌ），ＩＳ　ＯＬＥＴ、

ＥＣ　ＯＬＩ、Ｍ　ＯＶＥＭＥＮＴ均来自ＵＣＩ数据集（ｈｔｔｐ：／／ａｒｃｈｉｖｅ．ｉｃｓ．ｕｃｉ．ｅｄｕ／ｍｌ／）。
表１　 数据集信息统计

Ｔａｂ．１　Ｄａｔａｓｅｔ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ

数据集 样本数 属性数 类数

ＣＯＩＬ２０　 １　４４０　 １　０２４　 ２０

ＩＳＯＬＥＴ　 １　５６０　 ６１７　 ２６

ＥＣＯＬＩ　 ３３６　 ３４３　 ８

ＵＳＰＳ　 １　０００　 ２５６　 １０

Ｍ　ＯＶＥＭＥＮＴ　 ３６０　 ９０　 １５

ＵＭＩＳＴ　 ５７５　 ６４４　 ２０

　　 所有实验均在 Ｗｉｎ１０系统下运行，使用 ＭＡＴＬＡＢ２０１４ａ软件进行编程。 本文选择主成分分析
（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）［２１］、局部保留投影 （ｌｏｃａｌｉｔｙ　ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＬＰＰ）［１０］、正则化
自表达（ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ　ｓｅｌｆ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ＲＳＲ）［１４］、结构化最优图属性选择（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｇｒａｐｈ
ｆｅａｔｕｒｅ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ，Ｓ　ＯＧＦＳ）［２２］以及未做属性选择的Ｋ－ｍｅａｎｓ作为对比算法来与本文提出的算法进行比
较。本文将分别采用准确率（ａｃｃｕｒａｃｙ）、互信息（ｍｕｔｕａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）作为聚类效果的评价标准。

３．２　 实验结果与分析
为证明本文提出的优化算法的有效性和高效性，在图１中展示出本文算法在数据集上的收敛性。从

图１中可以明显看出，随着迭代次数的增加，算法能够快速收敛到全局最优解。图２中展示了参数α和β
对目标函数（１３）的敏感性评估。其中，参数α和β的取值范围为｛０．０１，０．１，１，１０，１００，１　０００｝，并且使用准
确率作为度量。从图２可以看出，本文提出的方法在不同参数下得到不同的聚类准确率。这说明本文提
出的目标函数是对参数敏感的，通过对参数的调节可以得到更好的属性选择结果。

图１　 不同迭代次数下目标函数收敛性

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｂｅｒｓ　ｏｆ　ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｄｉａｇｒａｍ

表２、３中分别列出了每个算法在不同数据集上的准确率、互信息，最优结果用粗体标出。其中互信息
是度量２个变量之间的相关性，能够表现预测值与真实值之间的相关性。如表２所示，算法ＬＦＳＲ在各个
数据集上的准确率均为最高，与其他对比算法比较，最少超过７．８３个百分点。其中，比算法ＰＣＡ的准确率
高出１７．５３个百分点，比算法ＬＰＰ的准确率高出１５．４４个百分点，比算法ＲＳＲ的准确率高出１２个百分点，
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图２　 不同参数下准确率的直方图

Ｆｉｇ．２　Ａｃｃｕｒａｃｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｈｉｓｔｏｇｒａｍ

比算法Ｓ　ＯＧＦＳ的准确率高出１８．１１个百分点，尤其比没有进行属性选择的Ｋ－ｍｅａｎｓ算法准确率要高出

２８．３５个百分点。在表３中可以看到，算法ＬＦＳＲ在各个数据集上互信息平均值最高，对比其他算法最高超
过１１．０３个百分点，最低超过６．３个百分点，比没有进行属性选择的Ｋ－ｍｅａｎｓ算法高出１４．８９个百分点。原
因在于算法ＬＦＳＲ在属性约简上不只单方面考虑子空间学习，而且在其基础上结合了稀疏属性选择方法，
同时加入低秩约束和图学习，充分考虑了数据的整体与局部信息，能够更有效地选择主要的类判别属性和
去除噪声属性，所以可以显著提高属性选择的性能。

表２　 准确率统计结果

Ｔａｂ．２　Ａｃｃｕｒａｃｙ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ％

数据集 Ｋ－ｍｅａｎｓ　 ＰＣＡ　 ＬＰＰ　 ＲＳＲ　 ＳＯＧＦＳ　 ＬＦＳＲ

ＣＯＩＬ２０　 ５４．６５　 ５６．１８　 ５６．３９　 ６１．６７　 ５６．３２　 ７５．２８

ＥＣＯＬＩ　 ４５．２４　 ６１．９０　 ５３．２７　 ６３．１０　 ５５．０６　 ７７．０８

ＩＳＯＬＥＴ　 ５３．８３　 ６１．２２　 ６３．４０　 ６５．９６　 ６１．３５　 ７０．０２

Ｍ　ＯＶＥＭＥＮＴ　 ４２．７２　 ５０．２８　 ６０．８９　 ６２．７８　 ６３．８９　 ７１．７２

ＵＭＩＳＴ　 ４１．３９　 ４３．１３　 ６３．１３　 ４７．３０　 ４２．６１　 ７３．２２

ＵＳＰＳ　 ３８．０６　 ６８．１０　 ５６．３０　 ７３．２０　 ５８．１０　 ７８．７０

平均值 ４５．９８　 ５６．８０　 ５８．８９　 ６２．３３　 ５６．２２　 ７４．３３

表３　 互信息统计结果

Ｔａｂ．３　Ｍｕｔｕａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ％

数据集 Ｋ－ｍｅａｎｓ　 ＰＣＡ　 ＬＰＰ　 ＲＳＲ　 ＳＯＧＦＳ　 ＬＦＳＲ

ＣＯＩＬ２０　 ６９．４８　 ７０．７７　 ７３．７８　 ６１．６７　 ７２．３７　 ８２．６４

ＥＣＯＬＩ　 ４３．２７　 ５２．１３　 ５０．３０　 ５０．９３　 ４９．４４　 ６１．７５

ＩＳＯＬＥＴ　 ６３．４９　 ７０．１４　 ７１．９６　 ７１．６０　 ７２．１５　 ７３．０４

Ｍ　ＯＶＥＭＥＮＴ　 ５２．０５　 ５６．８９　 ５７．６０　 ５４．９９　 ５５．２２　 ５８．３５

ＵＭＩＳＴ　 ６４．６１　 ６６．０４　 ７６．５１　 ６５．６８　 ６３．１８　 ８５．７７

ＵＳＰＳ　 ５１．３２　 ６１．６０　 ６５．７６　 ６３．１０　 ５５．０３　 ６８．０５

平均值 ５７．３７　 ６２．９２　 ６５．９６　 ６１．３２　 ６１．２３　 ７２．２６

　　 不同数据集存在不同的数据分布以及干扰因素。实验结果表明，本文提出的ＬＦＳＲ算法在每个数据
集上都表现出了更好的聚类效果，相对所有对比算法，具有最好的鲁棒性。同时，与单一属性选择算法对
比，本文算法在保留提取后的重要属性的同时，利用子空间学习方法对筛选属性作进一步调整，保证数据
自身的全局和局部结构，因此具有更好的解释性。
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４　 结束语

本文提出无监督属性选择算法ＬＦＳＲ用于聚类分析，同时将低秩约束、子空间学习、属性选择和图拉
普拉斯整合到一个框架中。本算法综合了稀疏学习和子空间学习的优点，并弥补了基于稀疏学习的属性
选择算法的不足。经实验验证，本文算法能够在聚类效果和稳定性上取得显著提高。在未来工作中，尝试
将本文提出算法用于半监督属性选择方面。

参　考　文　献：

［１］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＨＵＡＮＧ　Ｚｉ，ＳＨＥＮ　Ｈｅｎｇｔａｏ，ｅｔ　ａｌ．Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ　ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ　ｂｙ　ｍｉｘｅｄ　ｋｅｒｎｅｌ　ｃａｎｏｎｉｃａｌ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ

ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．Ｐａｔｔｅｒｎ　Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，２０１２，４５（８）：３００３－３０１６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｐａｔｃｏｇ．２０１２．０２．００７．
［２］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｓｈｉｃｈａｏ，ＪＩＮ　Ｚｈｉ，ｅｔ　ａｌ．Ｍｉｓｓｉｎｇ　ｖａｌｕｅ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｍｉｘｅｄ－ａｔｔｒｉｂｕｔｅ　ｄａｔａ　ｓｅｔｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ａｎｄ　Ｄａｔａ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１１，２３（１）：１１０－１２１．ＤＯＩ：１０．１１０９／ＴＫＤＥ．２０１０．９９．
［３］　ＺＨＡＮＧ　Ｓｈｉｃｈａｏ，ＬＩ　Ｘｕｅｌｏｎｇ，ＺＯＮＧ　Ｍｉｎｇ，ｅｔ　ａｌ．Ｌｅａｒｎｉｎｇ　ｋ　ｆｏｒ　ＫＮＮ　ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡＣＭ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ

Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ　Ｓｙｓｔｅｍｓ　ａｎｄ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１７，８（３）：４３．ＤＯＩ：１０．１１４５／２９９０５０８．
［４］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＬＩ　Ｘｕｅｌｏｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｓｈｉｃｈａｏ．Ｂｌｏｃｋ－ｒｏｗ　ｓｐａｒｓｅ　ｍｕｌｔｉｖｉｅｗ　ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌ　ｌｅａｒｎｉｎｇ　ｆｏｒ　ｉｍａｇｅ　ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ

［Ｊ］．ＩＥＥＥ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｃｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ，２０１６，４６（２）：４５０－４６１．ＤＯＩ：１０．１１０９／ＴＣＹＢ．２０１５．２４０３３５６．
［５］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＬＩ　Ｘｕｅｌｏｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｓｈｉｃｈａｏ，ｅｔ　ａｌ．Ｒｏｂｕｓｔ　ｊｏｉｎｔ　ｇｒａｐｈ　ｓｐａｒｓｅ　ｃｏｄｉｎｇ　ｆｏｒ　ｕｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｆｅａｔｕｒｅ

ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｎｅｕｒａｌ　Ｎｅｔｗｏｒｋｓ　ａｎｄ　Ｌｅａｒｎｉｎｇ　Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１７，２８（６）：１２６３－１２７５．ＤＯＩ：１０．１１０９／

ＴＮＮＬＳ．２０１６．２５２１６０２．
［６］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＨＵＡＮＧ　Ｚｉ，ＣＨＥＮＧ　Ｈｏｎｇ，ｅｔ　ａｌ．Ｓｐａｒｓｅ　ｈａｓｈｉｎｇ　ｆｏｒ　ｆａｓｔ　ｍｕｌｔｉｍｅｄｉａ　ｓｅａｒｃｈ［Ｊ］．ＡＣＭ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ

Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１３，３１（２）：９．ＤＯＩ：１０．１１４５／２４５７４６５．２４５７４６９．
［７］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＨＵＡＮＧ　Ｚｉ，ＹＡＮＧ　Ｙａｎｇ，ｅｔ　ａｌ．Ｓｅｌｆ－ｔａｕｇｈｔ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ　ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｈｉｇｈ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｓｍａｌｌ－

ｓｉｚｅｄ　ｄａｔａ［Ｊ］．Ｐａｔｔｅｒｎ　Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，２０１３，４６（１）：２１５－２２９．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｐａｔｃｏｇ．２０１２．０７．０１８．
［８］　ＰＹＡＴＹＫＨ　Ｓ，ＨＥＳＳＥＲ　Ｊ，ＺＨＥＮＧ　Ｌｅｉ．Ｉｍａｇｅ　ｎｏｉｓｅ　ｌｅｖｅｌ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ　ｂｙ　ｐｒｉｎｃｉｐａｌ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｉｍａｇｅ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１３，２２（２）：６８７－６９９．ＤＯＩ：１０．１１０９／ＴＩＰ．２０１２．２２２１７２８．
［９］　ＦＡＮ　Ｚｉｚｈｕ，ＸＵ　Ｙｏｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｄ．Ｌｏｃａｌ　ｌｉｎｅａｒ　ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｆｒａｍｅｗｏｒｋ　ｕｓｉｎｇ　ｓａｍｐｌｅ　ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｎｅｕｒａｌ　Ｎｅｔｗｏｒｋｓ，２０１１，２２（７）：１１１９－１１３２．ＤＯＩ：１０．１１０９／ＴＮＮ．２０１１．２１５２８５２．
［１０］　ＨＥ　Ｘｉａｏｆｅｉ，ＮＩＹＯＱＩ　Ｐ．Ｌｏｃａｌｉｔｙ　ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ［Ｍ］／／ＴＨＲＵＮ　Ｓ，ＳＡＵＬ　Ｌ　Ｋ，ＳＣＨＬＫＯＰＦ　Ｂ．Ａｄｖａｎｃｅｓ

ｉｎ　Ｎｅｕｒａｌ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　Ｓｙｓｔｅｍｓ　１６．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，ＭＡ：ＭＩＴ　Ｐｒｅｓｓ，２００４：１５３－１６０．
［１１］　ＫＯＮＩＥＴＳＣＨＫＥ　Ｆ，ＰＡＵＬＹ　Ｍ．Ｂｏｏｔｓｔｒａｐｐｉｎｇ　ａｎｄ　ｐｅｒｍｕｔｉｎｇ　ｐａｉｒｅｄ　ｔ－ｔｅｓｔ　ｔｙｐｅ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｊ］．Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ　ａｎｄ

Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２０１４，２４（３）：２８３－２９６．ＤＯＩ：１０．１００７／ｓ１１２２２－０１２－９３７０－４．
［１２］　ＬＩＩＭＡＴＡＩＮＥＮ　Ｋ ，ＨＥＩＫＫＩＬＲ，ＹＬＩ－ＨＡＲＪＡ　Ｏ，ｅｔ　ａｌ．Ｓｐａｒｓｅ　ｌｏｇｉｓｔｉｃ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ　ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ　ｆｏｒ

ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ　ｄｒａｉｎａｇｅ　ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．Ｒｅｍｏｔｅ　Ｓｅｎｓｉｎｇ　Ｌｅｔｔｅｒｓ，２０１５，６（４）：３１１－３２０．ＤＯＩ：１０．１０８０／２１５０７０４Ｘ．

２０１５．１０３１９１９．
［１３］　ＧＵ　Ｑｕａｎｑｕａｎ，ＬＩ　Ｚｈｅｎｈｕｉ，ＨＡＮ　Ｊｉａｗｅｉ．Ｊｏｉｎｔ　ｆｅａｔｕｒｅ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｓｕｂｓｐａｃｅ　ｌｅａｒｎｉｎｇ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ

Ｔｗｅｎｔｙ－Ｓｅｃｏｎｄ　Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｉｎｔ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｎ　Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ　Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ．Ｍｅｎｌｏ　Ｐａｒｋ，ＣＡ：ＡＡＡＩ　Ｐｒｅｓｓ，２０１１：１２９４－
１２９９．ＤＯＩ：１０．５５９１／９７８－１－５７７３５－５１６－８／ＩＪＣＡＩ１１－２１９．

［１４］　ＺＨＵ　Ｐｅｎｇｆｅｉ，ＺＵＯ　Ｗａｎｇｍｅｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｌｅｉ，ｅｔ　ａｌ．Ｕｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ　ｆｅａｔｕｒｅ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ　ｂｙ　ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ　ｓｅｌｆ－ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ
［Ｊ］．Ｐａｔｔｅｒｎ　Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，２０１５，４８（２）：４３８－４４６．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｐａｔｃｏｇ．２０１４．０８．００６．

［１５］　ＣＡＩ　Ｘｉａｏ，ＤＩＮＧ　Ｃ，ＮＩＥ　Ｆｅｉｐｉｎｇ，ｅｔ　ａｌ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｏｆ　ｌｏｗ－ｒａｎｋ　ｌｉｎｅａｒ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｌｉｎｅａｒ　ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ

ａｎａｌｙｓｉｓ　ｂａｓｅｄ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　１９ｔｈ　ＡＣＭ　ＳＩＧＫＤＤ　Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｎ　Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ

Ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ　ａｎｄ　Ｄａｔａ　Ｍｉｎｉｎｇ．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：ＡＣＭ　Ｐｒｅｓｓ，２０１３：１１２４－１１３２．ＤＯＩ：１０．１１４５／２４８７５７５．２４８７７０１．
［１６］　ＭＥＲＲＩＳ　Ｒ．Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｍａｔｒｉｃｅｓ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｓ：ａ　ｓｕｒｖｅｙ［Ｊ］．Ｌｉｎｅａｒ　Ａｌｇｅｂｒａ　ａｎｄ　Ｉｔｓ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，１９９４，１９７／１９８：１４３－１７６．

ＤＯＩ：１０．１０１６／００２４－３７９５（９４）９０４８６－３．

８６



ｈｔｔｐ：／／ｘｕｅｂａｏ．ｇｘｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

［１７］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＳＵＫ　Ｈ，ＷＡＮＧ　Ｌｉ，ｅｔ　ａｌ．Ａ　ｎｏｖｅｌ　ｒｅｌａｔｉｏｎａｌ　ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ　ｆｅａｔｕｒｅ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｊｏｉｎｔ

ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ｉｎ　ＡＤ　ｄｉａｇｎｏｓｉｓ［Ｊ］．Ｍｅｄｉｃａｌ　Ｉｍａｇｅ　Ａｎａｌｙｓｉｓ，２０１７，３８：２０５－２１４．ＤＯＩ：１０．１０１６／ｊ．ｍｅｄｉａ．

２０１５．１０．００８．
［１８］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｓｈｉｃｈａｏ，ＺＨＡＮＧ　Ｊｉｌｉａｎ，ｅｔ　ａｌ．Ｃｏｓｔ－ｓｅｎｓｉｔｉｖｅ　ｉｍｐｕｔｉｎｇ　ｍｉｓｓｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ　ｗｉｔｈ　ｏｒｄｅｒｉｎｇ［Ｃ］／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　２２ｎｄ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ　ｏｎ　Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ　Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ：Ｖｏｌｕｍｅ　２．Ｍｅｎｌｏ　Ｐａｒｋ，ＣＡ：ＡＡＡＩ　Ｐｒｅｓｓ，

２００７：１９２２－１９２３．
［１９］　ＺＨＵ　Ｘｉａｏｆｅｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｌｅｉ，ＨＵＡＮＧ　Ｚｉ．Ａ　ｓｐａｒｓｅ　ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ　ａｎｄ　ｌｅａｓｔ　ｖａｒｉａｎｃｅ　ｅｎｃｏｄｉｎｇ　ａｐｐｒｏａｃｈ　ｔｏ　ｈａｓｈｉｎｇ［Ｊ］．

ＩＥＥＥ　Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｎ　Ｉｍａｇｅ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１４，２３（９）：３７３７－３７５０．ＤＯＩ：１０．１１０９／ＴＩＰ．２０１４．２３３２７６４．
［２０］　ＧＲＡＨＡＭ　Ｄ　Ｂ，ＡＬＬＩＮＳＯＮ　Ｎ　Ｍ．Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｉｎｇ　ｖｉｒｔｕａｌ　ｅｉｇｅｎｓｉｇｎａｔｕｒｅｓ　ｆｏｒ　ｇｅｎｅｒａｌ－ｐｕｒｐｏｓｅ　ｆａｃｅ　ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ［Ｍ］／／

ＷＥＣＨＳＬＥＲ　Ｈ，ＰＨＩＬＬＩＰＳ　Ｐ　Ｊ，ＢＲＵＣＥ　Ｖ，ｅｔ　ａｌ．Ｆａｃｅ　Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ：Ｆｒｏｍ　Ｔｈｅｏｒｙ　ｔｏ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｂｅｒｌｉｎ：
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