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摘　要：针对现有多元回归模型没有充分考虑离群训练样本的影响而导致模型泛化能力差的问题，提出一种结合自步学习

和稀疏属性选择的多元回归分析方法。通过自步学习理论优先选择高置信度的样本来训练初始属性选择模型，依次加入次

高置信度的训练样本增加初始选择模型的泛化能力，直至增加的训练样本使泛化能力减弱或者所有训练样本被用完。用选

择的属性进行多元回归分析，提高算法效率和效果。６个公开的数据集上的实验结果 表 明，该 算 法 在 回 归 分 析 中 得 到 的 结

果优于对比算法。
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０　引　言

多元回归问题 在 现 实 应 用 中 普 遍 存 在，而 且 常 用 高 维

特征数据进行描 述，但 离 群 样 本 和 高 维 属 性 都 会 影 响 多 元

回归分析的准确度和效率［１－３］。所以，如何处理离群样本 和

高维数据 对 于 建 立 有 效 可 靠 多 元 回 归 模 型 具 有 重 要 的 研

究价值。

现有处理高维 数 据 的 方 法 有 子 空 间 学 习［４］和 属 性 选 择

两种［５］。属性选择 方 法 既 可 以 保 持 数 据 的 原 有 功 能，又 提

高了算法的效 率［６］。而 处 理 离 群 样 本 的 方 法 主 要 有 基 于 距

离方法［７］和基于 聚 类 的 方 法［８］等，基 于 聚 类 的 方 法 主 要 通

过将远离类簇的 少 数 样 本 判 定 为 离 群 样 本。基 于 距 离 的 方
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法将与数据集中大部 分 样 本 距 离 大 于 阈 值 的 样 本 判 为 离 群

样本，从而达到处理离群样本的目的。

然而，现有的回 归 分 析 算 法 只 是 单 一 考 虑 其 中 一 种 因

素的影响 （离群样本或高维大数据），因此在本文提出了一

种基 于 自 步 学 习 多 元 回 归 分 析 算 法 （ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ

ａｎａｌｙｓｉｓ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｓｅｌｆ－ｐａｃｅｄ　ｌｅａｒｎｉｎｇ，ＳＰＭ＿ＲＳ）来同时处

理高维大数据 和 离 群 样 本，以 此 来 获 得 更 好 的 效 果。具 体

地，首先利用自步学习方法对数据中的训练样本进行选择，

有效避免 离 群 样 本 带 来 的 影 响，然 后 引 入 稀 疏 学 习 理 论，

使用可以导 致 行 稀 疏 的２，１范 数 进 行 属 性 选 择。经 实 验 验

证，结合了自步学习 和 稀 疏 属 性 选 择 的 多 元 回 归 分 析 方 法

在应用中各项评价指标均优于对比算法。

１　相关理论背景

１．１　多元分析

多元回归分析是 研 究 多 个 变 量 之 间 相 关 关 系 的 一 种 重

要统计分析方法，因 其 坚 实 的 内 在 理 论 基 础 被 广 泛 应 用 于

自然科学，社会科学和应用技术中等领域［９］。

假设样本ｘｉ 由ｄ个属性来描述，回 归 分 析 的 本 质 就 是

试图学到一个模型尽可能的 预 测 出 样 本 标 签ｙｉ，使 用 最 小

二乘法 对 样 本 标 签ｙｉ 进 行 线 性 回 归 拟 合，这 样 可 以 得

到模型

ｆ（ｘｉ）＝ｘｉＷ＋ｂ （１）

其中，Ｗ 表示回归模型参数，ｂ表示模型偏差项。

在实际任务中，为了使模型尽可能更好拟合原始数据，

需要模型的拟合误差尽可能的小。但是在多元回归问题中，

高维大数 据 普 遍 存 在，会 使 回 归 模 型 出 现 过 拟 合 的 问 题。

为了缓解模型的 过 拟 合，常 在 多 元 回 归 模 型 中 引 入 稀 疏 学

习理论［１０］。

在稀疏学习的 基 本 理 论 中，通 过 稀 疏 正 则 化 项 对 回 归

模型参数Ｗ 进 行 稀 疏 假 设，并 使 用 训 练 数 据 对Ｗ 进 行 拟

合，则可以得到模型

ｍｉｎ
Ｗ ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｆ（ｘｉ））２＋α（Ｗ） （２）

其中，（Ｗ）为稀疏正则化项，α表示调节参数用来平衡拟合

损失函数项和稀疏正则化项，ｎ为样本数。

在稀疏学习中，正 则 化 项 通 常 选 择 能 够 凸 优 化 求 解 的

范数［１４］。其中１ 范数具有较强的稀疏性，２ 范数具有防止

损失函数过度拟合。而２，１范数融合了两者之间优点，既有

１ 范数稀疏性的特点又有２ 范 数 防 止 过 度 拟 合 的 特 点。因

此本文 采 用２，１范 数 作 为 稀 疏 正 则 化 项 进 行 对Ｗ 行 稀 疏 处

理，排除冗余信息和不相关的属性，从而提升算法效率。

１．２　自步学习简介

自步学习［１１］是 一 种 模 拟 人 的 认 知 机 理 的 机 器 学 习 方

法，人类对事物的认识都是从简单的知识过度到复杂知识。

我们在机器学习 的 模 型 中 引 入 这 一 机 制，利 用 自 步 学 习 的

方法首先学习简单样本再逐步将复杂的样本纳入训练当中。

给定一 个 数 据 集Ｅ（ｘｉ，ｙｉ）有ｎ个 样 本，ｘｉ 表 示 一 个 样

本，ｙｉ表示与该样本对应的类标签，Ｗ 表示模型需要优化的

参数，ｒ（Ｗ）为参数的正则化项。用损失函数Ｌ（ｘｉ，ｙｉ，Ｗ）来

表示样本的 “难易”程 度，则 可 以 得 到 传 统 的 机 器 学 习 目

标函数

ｍｉｎ
Ｗ
ｒ（Ｗ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
Ｌ（ｘｉ，ｙｉ，Ｗ） （３）

自步学习的核心 思 想 在 于 每 一 次 的 迭 代 都 倾 向 于 选 择

“简单”的样本来 更 新 模 型 参 数［１２］。每 次 迭 代 选 择 的 样 本

数量由自步学习 参 数 来 确 定，通 过 逐 次 增 加 自 步 学 习 参 数

将更多的训练 样 本 纳 入 训 练 当 中。因 此，自 步 学 习 在 传 统

的机 器 学 习 目 标 函 数 中 引 入 一 个 变 量ｖ用 以 表 征 样 本 是 否

被选择的程度，则自步学习的目标函数为

ｍｉｎ
Ｗ，ｖ
ｒ（Ｗ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉＬ（ｘｉ，ｙｉ，Ｗ）＋ｆ（ｖ，λ） （４）

其中，ｆ（ｖ，λ）为自步正则化项，λ为 自 步 正 则 化 参 数，用 于

控制哪些样本 被 选 择，如 果λ的 值 较 小，目 标 函 数 的 优 化

过程就倾向 于 选 择Ｌ（·）较 小 的 样 本。随 着 迭 代 次 数 的 增

加，逐步增大λ的值，将更多的样本纳入训练。

对于此 类 式 （３）的 优 化 过 程 一 般 采 用 ＡＣＳ （ａｌｔｅｒｎａ－

ｔｉｖｅ　ｃｏｎｖｅｘ　ｓｅａｒｃｈ）策 略［１３，１４］，这 是 一 种 双 凸 优 化 迭 代 方

法，通过固定 一 个 变 量 块，优 化 另 一 个 变 量 块。用 固 定 的

Ｗ，得到ｖ的全局最优解ｖ＊ ＝ ［ｖ＊１ ，ｖ＊２ …，ｖ＊３ ］。

这种迭代优化的策略在当使用固定的Ｗ 更新ｖ的时候，

将损失小于 阈 值λ的 样 本 作 为 “简 单”样 本，并 选 择 这 些

“简单”样本进行训练。当用固定的ｖ来更新Ｗ 的时候，只

对所选择的 “简单”样 本 进 行 训 练，得 到 模 型 参 数Ｗ。其

中λ也相当于模型的 “年龄参 数”，随 着λ值 的 增 加，那 些

“复杂”的样本也会被 选 择，这 样 模 型 也 会 变 得 更 加 成 熟，

泛化能力更强。

２　算法描述和优化

２．１　算法描述

给 定一个训练数据集Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］∈Ｒｎ×ｄ，ｎ表示

样本数量，ｄ表示属性维度。Ｙ∈Ｒｎ×ｃ 表示样本类标签，ｃ表

示样本对应的类 数。使 用 最 小 二 乘 法 来 拟 合 模 型 参 数 和 数

据，得到如下模型

ｍｉｎ
Ｗ
Ｙ－ＸＷ　２Ｆ （５）

其中，· Ｆ 表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范 数［１５］。模 型 输 出 的 系 数 矩 阵

Ｗ ∈Ｒｄ×ｃ 代表着训练样本和测试样本之间的重构系数矩阵。

大部分数据中 普 遍 存 在 不 相 关 信 息 和 离 群 值，会 对 实

验结果造成一 定 影 响。所 以，找 到 一 个 合 适 的 规 则 化 项 对

于提高算法性能有很大的作用。２，１范数 既 有 良 好 的 行 稀 疏

性，又能防止模 型 的 过 拟 合，对 于 去 除 一 些 冗 余 信 息 有 很

好的效果。本文采用２，１范数对重构系数矩阵进行稀疏，得
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到的模型为

ｍｉｎ
Ｗ
Ｙ－ＸＷ　２Ｆ ＋α Ｗ ２，１ （６）

其中，α为稀疏正则化参数，α越大则矩阵越稀疏。

在传统的机器学习模型训练过程中通常会将所有样本一

次加入到训练中，这样的学习方式没有充分考虑到噪声给模

型训练带来的影响，因此在本文中采用自步学习的方法有意

义的对样本进行选择，这样得到的目标函数如下所示

ｍｉｎ
ｖ，ｗ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ ｙｉ－ｘｉＷ　２Ｆ ＋α Ｗ ２，１－λｖ １ （７）

其中，λ为自步正则化参数，用于控制样本的选择。－λｖ １

为权重自步 正 则 项，ｖｉ ＝０时 样 本 为 “复 杂”样 本 不 被 选

择，ｖｉ ＝１为 “简单”样本被选中加入训练。随着λ值的增

大，更多的样本 被 选 中。自 步 学 习 实 现 了 一 种 由 易 到 难 的

学习方 式，有 顺 序 的 对 样 本 进 行 训 练，提 高 了 模 型 的

精准度。

ＳＰＭ＿ＲＳ算法的伪代码如下：

算法１：ＳＰＭ＿ＲＳ算法伪代码

输入：训练样本Ｘ∈Ｒｎ×ｄ，Ｙ∈Ｒｎ×ｃ 控制参数α，λ。

输出：ａＣＣ
（１）初始化ｔ＝１。

（２）初始化矩阵Ｄ∈Ｒｄ×ｄ，ｖ∈Ｒ１×ｎ 。

（３）通过式（１３）求解Ｗ 。

（４）根据得到的Ｗ ，更新Ｄｔ，计算λ。

（５）根据λ值，更新ｖ。

（６）ｔ＝ｔ＋１，重复步骤（３）～（６）。

（７）直到式 （８）收敛。

（８）最后，对新的属性集构成的样本使用ＳＶＲ进行回 归

分析。

２．２　算法优化

本节对文中提出的目标函数进行优化

ｍｉｎ
Ｗ，ｖ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ ｙｉ－ｘｉＷ　２Ｆ ＋α Ｗ ２，１－λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ （８）

目标函数存在两个变量，所以本文采用交替优化方法。

定义一个对角矩阵Ｄ

Ｄｉｉ ＝ １
２　Ｗｉ ２

（９）

（１）固定ｖ，优化Ｗ ：固定ｖ后，目标函数变为

ｍｉｎ
Ｗ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ ｙｉ－ｘｉＷ　２Ｆ ＋α Ｗ ２，１ （１０）

为方便优化将式 （１０）写成如下所示

ｍｉｎ
Ｗ
Ｑ－ＧＷ　２Ｆ ＋α Ｗ ２，１ （１１）

其中，Ｑ＝ＵＹ，Ｇ＝ＵＸ，Ｕ ＝ｄｉａｇ（槡ｖ）。
对式 （１１）中Ｗ 求导可得

Ｑ－ＧＷ　２Ｆ ＋α Ｗ ２，１

（Ｑ－ＧＷ）Ｔ（Ｑ－ＧＷ）＋αＷＴＤＷ ＝０

－ＱＴＧ＋ＧＴＧＷ＋αＤＷ ＝０ （１２）

最终求出的结果为

Ｗ ＝ （ＧＴＧ＋αＤ）－１　ＧＴＱ （１３）

（２）固定Ｗ ，优化ｖ问题变成

ｍｉｎ
ｖ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ ｙｉ－ｘｉＷ　２Ｆ －λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ （１４）

令Ｌ（ｘｉ，ｙｉ，Ｗ）＝ ｙｉ－ｘｉＷ　２Ｆ 可得

ｍｉｎ
ｖ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉＬ（ｘｉ，ｙｉ，Ｗ）－λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｖｉ （１５）

对式 （１５）求导可得最优解

ｖ＊ｉ ＝
１　Ｌ（ｘｉ，ｙｉ，Ｗ）＜λ，

０ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ｛ ．
（１６）

２．３　算法收敛性证明

根据算法２可得第ｔ次迭代的Ｗ（ｔ＋１）

ｍｉｎ
Ｗ
Ｑｔ－Ｇｔ　Ｗｔ　 ２

Ｆ ＋αｔｒ（Ｗ（ｔ）ＴＤｔ　Ｗｔ） （１７）

由式 （１７）可得

Ｑ（ｔ）－Ｇ（ｔ）Ｗ（ｔ＋１） ２
Ｆ ＋αｔｒ（Ｗ（ｔ＋１）ＴＤｔ　Ｗ（ｔ＋１））≤

Ｑ（ｔ）－Ｇ（ｔ）Ｗｔ　 ２
Ｆ ＋αｔｒ（Ｗｔ　ＴＤｔ　Ｗｔ） （１８）

将对角矩阵Ｄ代入式 （１８）可得

Ｑ（ｔ）－Ｇ（ｔ）Ｗ（ｔ＋１） ２
Ｆ ＋α∑

ｄ

ｉ＝１

Ｗｉ（ｔ＋１） ２
２

２　Ｗｉ（ｔ） ２
２
≤

Ｑ（ｔ）－Ｇ（ｔ）Ｗ（ｔ） ２
Ｆ ＋α∑

ｄ

ｉ＝１

Ｗｉ（ｔ） ２
２

２　Ｗｉ（ｔ） ２
２

（１９）

对于Ｗ（ｔ）和Ｗ（ｔ＋１）的每一行，可以得到下列不等式

Ｗｉ（ｔ＋１） ２－ Ｗｉ（ｔ＋１） ２
２

２　Ｗｉ（ｔ） ２
≤

Ｗｉ（ｔ） ２－ Ｗｉ（ｔ） ２
２

２　Ｗｉ（ｔ） ２
（２０）

对上述不等式乘以控制参数α，并累加得到

α∑
ｄ

ｉ＝１
Ｗｉ（ｔ＋１） ２－ Ｗｉ（ｔ＋１） ２

２

２　Ｗｉ（ｔ） ２
≤

α∑
ｄ

ｉ＝１
Ｗｉ（ｔ） ２－ Ｗｉ（ｔ） ２

２

２　Ｗｉ（ｔ） ２
（２１）

最后，结合不等式 （１８）和式 （２０）就可以得到

Ｑ（ｔ＋１）－Ｇ（ｔ＋１）Ｗ（ｔ＋１） ２
Ｆ ＋α Ｗ（ｔ＋１）

２，１ ≤

Ｑ（ｔ）－Ｇ（ｔ）Ｗｔ　 ２
Ｆ ＋α Ｗ（ｔ）

２，１ （２２）

根据上述不等 式 可 以 得 出，目 标 函 数 的 值 在 迭 代 的 过

程中是单调递减的，所以ＳＰＭ＿ＲＳ算法可以收敛到当前选

择样本下的最优解。

３　实验结果和分析

３．１　实验数据集和对比算法

本文使用６个数据集来测试算法在回归分析上的性能。

数据集来源于ＵＣＩ［１６］，信息统计见表１。

本文 通 过 与４种 优 秀 对 比 算 法 的 实 验 结 果 比 较 来 评 估

提出的算法：ＬＳＧ２１［１７］方法，ＣＳＦＳ［１８］，ＳＬＲＲ［６］和ＲＳＲ［１９］

方法。在实验中使用平均相关系数 （ａｖｅｒａｇｅ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏ－

ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ａＣＣ）来评估回归的准确性。

·７３８３·
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表１　数据集信息统计

数据集 样本数 属性数 响应变量

ＥＤＭ　 １５４　 １６　 ２

ＡＴＰ１ｄ ３３７　 ４１１　 ６

ＡＴＰ７ｄ ２９６　 ４１１　 ６

ＯＥＳ１０　 ４０３　 ２９８　 １６

ｓｆ１　 ３２３　 １０　 ３

ＯＥＳ９７　 ３３４　 ２６３　 １６

３．２　实验结果和分析

实验中的对比 算 法 和ＳＰＭ ＿ＲＳ算 法 均 采 用 十 折 交 叉

验证来对 比 算 法 性 能，在 每 一 折 中 再 进 行５折 交 叉 验 证，

并且使用ＳＶＲ学习训练得到回归模型。

ＳＰＭ＿ＲＳ算法 与 对 比 算 法 在６个 数 据 集 上 每 一 折 的

ａＣＣ对比如图１～图６所 示。由 于 十 折 交 叉 验 证 的 随 机 性，

所以ＳＰＭ＿ＲＳ算 法 并 不 是 在 每 一 折 上 都 是 最 好 的，但 是

１０次实验结果大部分都高于对比算法，最后的平 均ａＣＣ也

优于对比算法。

图１　数据集ＥＤＭ

图２　数据集ＡＴＰ１ｄ

在表２中的数据可以看出，ＳＰＭ＿ＲＳ算法 的 平 均ａＣＣ
在６个数据集上与另外的４种对比算法的平均ａＣＣ进 行 了

图３　数据集ＡＴＰ７ｄ

图４　数据集ＯＥＳ１０

图５　数据集ｓｆ１

比较。在６个数据集 上ＳＰＭ＿ＲＳ算 法 获 得 了 最 高 的ａＣＣ。

具体的，在 ＥＤＭ 数 据 集 上ＳＰＭ ＿ＲＳ算 法 取 得 了 最 好 的

７９．８３％，比 ＬＳＧ２１ 高 出 了 ７．８５％，比 ＣＳＦＳ，ＳＬＲＲ，

ＲＳＲ分别高出４．２％６．３８％，６．８８％。在 数 据 集 ＡＴＰ７ｄ上

ＳＰＭ＿ＲＳ算法的ａＣＣ是８７．１３％，相对于 其 它 对 比 算 法 分

别高 出８．２９％，１０．１３％，７．２２％，１１．３９％。在ｓｆ１数 据

集 上 ＳＰＭ ＿ＲＳ 算 法 比 对 算 法 提 高 了 ５．９２％，４．９％，

１３．３８％，３．６１％。其中 在 ＯＥＳ９７上 提 高 的 最 多，高 出 了
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图６　数据集ＯＥＳ９７

１３．３８％。在所有的数 据 集 中，ＳＰＭ ＿ＲＳ算 法 也 比 对 比 算

法高出７．２１％，７．１１％，５．７９％，５．８８％。可见ＳＰＭ＿ＲＳ
算法在回归实验上取得了明显的效果。

表２　ａＣＣ统计结果／％

数据集 ＬＳＧ２１ ＣＳＦＳ　 ＳＬＲＲ　 ＲＳＲ　 ＳＰＭ＿ＲＳ

ＥＤＭ　 ７１．９８　 ７５．６３　 ７３．４５　 ７２．９５　 ７９．８３

ＡＴＰ１ｄ ８４．８９　 ８３．４２　 ９０．０５　 ８７．０５　 ９２．７３

ＡＴＰ７ｄ ７８．７４　 ７７．００　 ７９．９１　 ７５．７４　 ８７．１３

ＯＥＳ１０　 ８７．１１　 ８３．０９　 ９４．１５　 ９２．６８　 ９５．１３

ｓｆ１　 ５２．５５　 ５３．５７　 ４５．０９　 ５４．８６　 ５８．４７

ＯＥＳ９７　 ８５．６４　 ８７．６２　 ８６．７８　 ８５．６７　 ９０．９０

Ａｖｅｒａｇｅ　 ７６．８２　 ７６．７２　 ７８．２４　 ７８．１５　 ８４．０３

实验结果表明ＳＰＭ＿ＲＳ算法在性能上优于４个对比算

法。与ＳＰＭ＿ＲＳ相比，４个对比算法都没有采取有效的方

法对样本进行选 择，无 法 避 免 噪 声 和 离 群 样 本 对 回 归 模 型

的影响，从而影 响 模 型 的 稳 定 性 和 准 确 性。本 文 算 法 不 仅

有效避免了噪声样本的影响，还保留了提取后的重要属性，

使得算法拥有更好的性能。

４　结束语

本文提出了一种 结 合 了 基 于 自 步 学 习 多 元 回 归 分 析 算

法 （ＳＰＭ＿ＲＳ算法）用于回归分析。基于基本线性回归模

型，利用自步学 习 选 择 训 练 样 本，再 结 合 稀 疏 属 性 选 择 理

论对样本的重要 属 性 进 行 选 取。因 此 算 法 融 合 了 自 步 学 习

和稀疏学习，既考虑了高维大数据对多元回归模型的影响，

同时又有效避免 了 离 群 样 本 对 模 型 训 练 带 来 的 干 扰。实 验

结果表明ＳＰＭ＿ＲＳ算法 在 回 归 分 析 中 取 得 了 较 好 的 效 果。

在今后的研究中，我 们 尝 试 将 自 步 学 习 引 入 其 它 的 机 器 学

习模型中来扩展自步需学习的应用范围。
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